
L'EQUATION DE SCHRODINGER QUAND h TEND VERS 

ZERO ; UNE APPROCHE PROBABILISTE 

par R. AZENCOTT et H. DOSS 

O. INTRODUCTION : 

Soit W un ouvert de ~n et V une application suffisanm~ent r4guli~re de 

dans ~. L'4quation de Schr~dingcr, associ~e au potentiel V 

(et ~ une masse unit4), s'4crit : 

~9. I) (i -~ + ~ hA - , 

o~ ~ est une application de 

condition initlale : 

= 0  

.~,T] x W dans ~ (T > O), v~rifiant la 

W 

(0.2) ~(o,x) = f(x) exp(~ s(x)) 

lei A est le Laplacien usuel, h est la constante de Planck, f et s deux 

fonctions ~ valeurs dans JR. 

L'4tude du comportement de ~ lorsque h tend vers z4ro permet l'interpr4ta- 

tion de la m4canique classique comme limite de la m4canique quantique eta 4t~ 

abord4e par de nombreux auteurs (Albeverlo et Krohn [I], Elworthy, Truman ~], ~ 

entre autres). 

Les m~thodes utilis4es (phase stationnaire appliqu4e ~ "l'int4grale de Feynmann") 

pr4sentent de s4rleuses difficult~s techniques, contrairement ~ l'approche que 

nous proposons ici qui permet de traiter ais~ment des ~ituatlons nouvelles : en 

particulier, les potentiels que nous consid~rons ne sont pas n4cessairement des 

transform4es de Fourier de mesures born4es mais peuvent avoir des singularit4s 

]a fronti~re de l'ouvert W ou 51en ~tre des polynSmes, v4rifiant eertaines 

conditions, de degr4 aussi ~lev4 que l'on veut (Cf. le paragraphe (4.29)). 



Cette approche est basle sur l'id4e de la repr6sentation probabiliste de 

(Dose [6~) et pr4sente des analogies avec la m6thode de Laplace pour des int4- 

grales de Wiener (Azencott ~], Elworthy-Truman ~], Schilder ~O~). 

Elle permet, de la m~me fagon, de consid~rer le cas o~ A est un op4rateur 

dlff4rentiel d'ordre 2 ~ coefficients non constants, y compris bon hombre de 

situations o5 A n'est pas elliptique mais, par exemple, hyperbolique. 

(Cf. Azencott, Bellalche, Dose [4]). 

I. LES HYPOTHESES ET LA REPRESENTATION PROBABILISTE DE ~ : 

Soit D l'ouvert de ~n d4fini par : 

D = {x + ¢~-~ y o4 x = (Xl,...,x n)~W et Y = (Yl .... 'Yn )@]Rn} 

On va supposer que le potentiel V et les donn4es initiales f,s v4rifient les 

hypotheses de r4gularit4 suivantes : 

(1.1) V,f~S admettent des prolongements analytiques (notEs V,f,s) 

dans l'ouvert D. 

(1.2) (croissance mod4r~e de V,f,s ~ l'infini). 

Pour chaque x ~W, on peut trouver un voisinage U de x 
o o 

positives Cl,C2,C3, dl,d2,d 3 te l les  que, lorsque (x,y) 
air : 

i) ImV(x + /i-y) !cl + d I IIYI~ 

ii) ÷ try) !c 2 . d 2 Ilyl  

o4 Sup IYjl avec, de plus : 
Ilyll = j=1,...,n 

I 
~v) Td I + d 2 + 2h d 3 <-~. 

et des constantes 

ddcrit U × IR n, on 



Notons que, W' dtant un ouvert bornd inclus dans W, si les conditions i), ii), 

iii)sont satisfaites alors la condition iv) est automatiquement v4rifide pour 

T et h assez petits, uniformdment sur W t, 

Soit B = (Bt) t ~ ~,T3 le mouvement Brownien usuel, issu de z~ro, ~ valeurs 

dans ~n. D'apr~s ~] (hypotheses l~g~rement diff~rentes ici), on ale : 

(1.3) Th4or~me (Doss, ~]) : 

Sous les hypotheses (1.1) et (1.2), il existe une solution forte unique 

= (~(t,x))(t,x)e~,T]xW du probl~me (O.1), (0.2) qui vdrifie la condition 

suivante : ~ = (~(t'x))(t,x) ~ ~O,TJ×W ce prolonge en une fonction de classe 

sur [O,T3 × D, analytique en x (x6D). 

On a, de plus, la repr4sentation probabiliste suivante : 

C I 

I t 1 (1.4) ~(t,x) = Elf(x+ ¢~i-hB t) exp I (_s(x+ ~Bt) + V(x+ i/i~Bu)dU) } 
O 

si (t,x) e ~o,r~ x D. 

Remarque : Pour faire le lien entre les hypotheses (1.2) et celles, plus faibles, 

de [6~, noter que la reprdsentation int4grale de Cauchy pour une fonetion holomor- 

phe g permet de propager des majorations du type : 

Ig(x + /l-Y) I ! exp(c + d NYI~), en des majorations analogu~pour les d4riv4es 

de g. 

2. UNE ETUDE HEURISTIQUE PRELIMINAIRE : 

Soit (t,x)~ [O,T] x W et ~ = ~(~O,T]~Rn), l'espace des fonctions continues 

sur CO,T], ~ v~leurs dans ~n nulles en z~ro, muni de la norme uniforme 

sur [O, T~. 

Introduisons la fonetionnelle diff~rentiable sur ~ ddfinie par : 

f* (2.1) F(c0) = 5(X + /I-I ~ c) - V(x + /~-~u)dU, 
O 

de sorte que, en posant ~ ~ ¢~-, (~.4) devient : 

(2.2) ~(t,x) = E(f(x + /l- cBt) exp~ F(~B))), 
E 



o5 Best la trajectoire de (B) sur ~O,T~. u 

Considdrons la fonctionnelle A de ~ dans [O,+®] d4finie par : 

, I  t I(~) = 70 l;u]2du iorsque la ddrivde ; existe et appartient a L2([O,t]), 

I(~) = +~ sinon. 

Alors on sait que P{~B e~(~)} o~, ~(~J) est un tube d'axe e est "de 

l'ordre" de exp(- ~(--2 )) lorsque e -~ O (Cf. Azencott [2J, Ventsel - Freidlin 

Par suite (2.2) s'dcrit : 

(2.3) ~(t,x) ~ Z f(x + ~-~t ) exp(~ F(e) - ) 
~0 E e 

o~ la "somme" est 4tendue ~ un rdseau "suffisamment fin" de 

encore peut se formaliser par : 

~ ~, ce qui 

E 

o0 le 

formallsm~ ~ la Feynman, courant en physique math4matique. 

Dans une telle "intdgrale", la partie prgpond~rante, comme on le d4duit de la 

m4thode de la phase stationnaire classique, s'obtient au voisinage du ehemin 

tel que ~ F(m) - %(w)~ atteigne un extrdmum en 

L'interprdtation pratique de ce formalisme, dans le cas rdel, consiste 

(Cf. Azencott [3]) ~ remplacer le processus Xet = m B t par yet = Xmt - qt et 

appliquer la formule de Cameron - Martin en translatant par q. 

Mais il se trouve que, dans le probl~me consid4rd ici, "le" chemin n rendant 

extr4male en ~ l'expression [i F(~) - A(w)~ est de la forme q =X__ o~ 
~r 

est un chemin r4el rendant extrdmale la fonctionnelle r4elle suivante : 

2du. (2.5) F(~---)/I- + ~(~) = s(x + ~t ) - O V(x + ~u)dU + ~ O 

~(~) est laissd ~ l'imagination du lecteur. Noter l'analogie avec le 



II s'agira done d'obtenir, d'abord, une formule de Cameron - Martin lorsque la 

translation n est un chemin } valeurs complexes. On re, marque alors que le 

terme principal dans l'expression (2.4) est 4gal ~ expJ~ (%(y) - AY(t,x))i o~ 
t z~  A 

AY(t,x) = V(x + yu ) - s(x + yt ) 
O 

(¥) dtant la trajectoire "classique" rendant extr~ma~la fonctionnelle 

d'action (2.5). 

3. LA FORMULE DE CAMERON - MARTIN ET SON PROLONGEMENT ANALYTIQUE : 

(3.1) Th4or~me : 

Soit (t,x)~ EO,T3 x D et ~(t,x) l'ensemble des applications continues y 

de [O,t] dans C n, nulles en z~ro, ~ d~riv~e de carrg int4grable sur [O,t], 

telles que {x + /~-Yu' u ~ [O,t]}~ D. 

Posons e = /h et consid4rons, F 4tant la fonctionnelle d4finie en (2.1), 

~_ 1 I t • 1 I t  • 
(3.2) T(y) = E{f(x+,~-z(eB t yt )) exp( F(EB+y)) exp(- ~ 0 + Yu dBu - 2--~e Jo(YU )2d~ 

u)2 .2 "2 
= +"'+ ; = (Yj,u)j=1,. ,n o~ (~ YI,u Yn,u Yu .. 

Alors la formule de Cameron - Martin usuelle qui s'dcrit T(y) E T(O) lorsque 

est ~ valeurs rgelles, reste vraie, sous les hypotheses (1.1) et (1.2),pour 

E ~t,x)" 

Preuve : L~hypoth~se (1.2) montre que T(y) est bien d4fini pour Y£~(t,x)" 

Commen¢ons par montrer que T(y) = T(O) lorsque y est de la forme y = ~ 

o~ ~ est une trajectoire ~ valeurs ]R n telle que Sup l~ul < r o~ r • O 
u6[0,t] - 

est choisi de sorte que la boule ferm4e U(x,r) soit eontanue dans D. 

Soit ~&~ et g(z) = T(~ y) = T(z ~ ¢), Izl < i. 

L'hypoth~se (1.2) montre que la fonction g est holomorphe sur le disque unit6 

de ~. D'autre part, la formule de Cameron - Martin habituelle montre que 

g(5/i) = T(u ~) = T(O) si u~. On en d~duit que g est constanteet que 

r(i ~) = T(O). 



Supposons maintenant que ~ soit une trajectoire ~ valeurs IR n telle que 

= ~0 t] < t I <...< t = t 7 i ~(t,x)" II existe une subdivision de , : O = t o n 

telle que, pour tout JE{O,1,...,n-1} on air u~t upj,tj+1]]Yu-Tt'l] < r.~ o~ 

r] > 0 est choisi de sorte que U(x + cq-Tt ,rj)~D. 

3 

En appliquant la propri4t~ de Markov, on se restreint aux intervalles [tj,tj+1] 

pour montrer que T(i +) = T(O). 

Soit y un 414ment quelconque de ~(t,x)' alors on peut 4crire 

(1) (2) (1) ( 2 )  
y = y + i y o~ y et sont des trajectoires ~ valeurs r~elles. On 

v~rifie que i y(2) ~ ~(t,x) et la d4monstration pr4c~dente entralne que 

T(i T(2)) ffi T(O). II suffit ensuite d'utiliser la formule de Cameron - Martin 
habitue]le en faisant une tram~l,t~onsur l'espaee canonique ~([O,tJ~ n) de 

1 (1) 
vecteur ~ y p~u~ ~emarquer que 

T(7) = T ( i  7~2) + 7(1))  . T(i 7(2))  . T(O) 

4. DEVELOPPE}iENTS ASYMPTOTIQUES : 

Soit (t,x)~30,TJ × w. Consid4rons, si elle existe, une application 

classe C 2 de [O,t3 dans ]R n qui soit solution du probl~me sulvant : 

y de 

(4.1) I) (x +yu, u~[o,t])~_w 

2) TU = - grad V(x + yu ) ; u ~O,t~ 

3) 7o = O et i t = - grad s(x + 7t ). 

Remarquons que 7 est une traje=toi~I rendant extr~male la fonctionnelle 

d'action ddfinie par (2.5). 



(4.2) Th6or~me : 

Soit (t,x)~O,T 3 × W et y une solution, si elle existe, du probl~me (4.1). 

Sous les hypotheses (1.1) et (1.2), notons ,(t,x) la solution de l'4quation 

de SchrSdinger (0.1), (0.2) donn4e par (1.4). On a alors le d6veloppement 

suivant : 

(4.3) ~(t,x) = exp(i sY(t'x).) E{f(x+ /~B e 
h 

exp(i f'O 

= [YU[ 2du - (X+Yu)du o~ sY(t,x) ~ 0 

F est la fonctionnelle d4finie en (2.1) et D2F 

de F : 

D2F(v ¢~ B+y/~)B 2- i[D2s(x+v /[-hB t 

+ yt ) 

(1-v)dv D2F(v ~ B + ~/,~-x) B2)} 

+ s (x + ~t ) 

la diff4rentielle seconde 

t 2 

Preuve : Soit ~ = Y/cT" La condition (4.1) I) montre que n 6fl(t,x). 

Appliquons la formule de Cameron - Martin en effectuant une translation par 

dans l'expression (1.4) dot~nant une repr4sentation de (~(t,x)) : en posant 

= vrh, on a : 

(4.4) $(t,x) = T(D) = E{f(x+~T(eB t+ ~t )) exp(~ F(cB+ n)) 
E 

exp(- ~ 0 u u 2¢z 

Soit e(e) = F(eB+n). Alors 8 est de classe 

avec reste int4gral h l'ordre 2, montre que : 

(4.5)  o ( ¢ ) - ~ ( o ) * o '  ( o~  +c e"(v e) (1-v)dv 
0 

oh O(O) = s(x + ~t ) - V(x + y )du 
0 u 

C ~ en e. La formule de Taylor, 



st e'(O) = /~ grads(x+Yt)B t - O grad V(x+ Yu)BudU} 

8"(ev) i {D2s(x + /[- evB t 7t)B2t I t = + - D2V(x + /[ ~vB u + Yu)B2udU} 
O 

Rempla¢ons %(e) par son ddveloppement (4.5) dans l'expression (4.4), on obtient: 

(4 .6)  $(t,x) = exp(~-~ SY(t,x)) E{f(x+/{-i ~B t+ yt ) 

I t i I' exp( el (i O'(O) - ~udBu ) + O"(v e) (1-v)dv)} 
O O 

Or on a choisi la trajeetoire n pour que le terme en 

l'~galitE (4.6) disparaisse. En effet, on a 

! figurant dans 
£ 

it • I I t • (4.7) i 8'(0) = n u dB .... Yu dB p.s. 
O u /{I 0 u 

puisque (4.7) est Equivalent ~ : 

(4 .8)  I I v,u grad V(x+Yu)BudU - grads(x+Yt)Bt = YudB = ~tBt- p.& 
0 u 

et it = - grads(x+yt), ~u = - grad V(X+Yu ) (u~[O,t]). 

Le Th~or~me (4.2) donne une repr4sentation de H(t,x)(h) = ~(t,x) exp(- ~SY(t,x)). 

C'est l'espErance d'une fonctionnelle du mouvement Brownien, de classe C men ~-. 

Pour obten~r un dEveloppement asymptotlque en h, quand h tend vers zero, nous 

aliens nous placer sous les conditions d'application du ThEor~me de d4rivation 

sous le signe somme, ee qui ne sera possible, sans hypoth~se suppl~mentaire, qu'en 

se restreignant, pour tout (t,x) E]O,T] x W (t assez petit), au voisinage d'une 

trajectoire y(t,x), bien chpisie, solution du probl~me (4.1). 



~A I (v,X)~ 
Soit XEW et ve~. Considdrons la solution \A2(v'X)/ de lldquation 

diffdrentielle suivante, ddfinie pour tout v dans un vois~age de zdro : 

(4.9) 

yA 1(v,x) = X +~0 A2(u'X)du 

[A2(v,X) = - grads(X) - ~0 grad V(A1(u,X))du 

On vdrifie aisdment que, pour tout Xo~ W, il existe un voisinage W I de 0 

dans • et un voisinage W 2 de X dans W tels que si (v,X) EW I × W 2, |a 
O 

~A I 
matrice Jacobienne ~- (v,X) soit inversible. 

(4.10) Proposition : 

Soit x~W. Considdrons la solution (f(t,x)) de ~'dquation diff~rentielle 

suivante, d~flnie pour tout t E~, dans un voisinage de 0 : 

~-~t ~AI-I [~AI I (t,x) ~f = (-~--) (-t,f(t,x)) L~-~( - t,f(t,X)) 
(4.11) 

~f(O,x) = x 

Si (t,x)~]O,T~ x W, le probl~me (4.1) admet une unique solution 

Y = (Y(t'X)(u))ud[o,~analytique en (t,x,u), donnde pour tout t assez petit, par: 

(4.12) Y(t'X)(u) = At(u-t, f(t,x)) - x (u£~,t]) 

Preuve : Pour tout t assez petit, l'dgalitd (4.11)montreque~1(- t,f(t,~= O 

et puisque AI(O , f(O,x)) = f(O,x) = x, on en ddduit que AI(- t, f(t,x)) ~ x. On 

. (t,x) voit alors insnddiatement que la fonctlon ty(u ) )u ~O,t~ est bien solution du 

probl~me (4.1). Inversement, si (y(t,x)) est une solution de (4.1) analytique 
U 

. ( t , x )  
en (t,x,u), on voit que f(t,x) Yt + x est analytique en (t,x) 

ct v~rifie l'dquation diffdrentlelle ordinaire (4.1~) pour tout t assez petit, 

d'o~ l'u~i¢it~ d~ f(t,x). 
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Pour yt(t'x) ffi X donnd, la fonction g(u) = 7t-u(t'x) vdrlfie l'4quation diffdren- 

" ffi - grad V(x+gu) ; ' = grads(x+X), go = X~ tielle or~inaire : gu go 

elle est done unique. 

(4.13) Th4or~me : 

Sous les hypotheses (1.1) et (1.2), on peut associer ~ tout compact K de W tm 

nombre TK~]O,T 3 ayant les propri4t4s suivantes 

Pour chaque t~ ~,TK~,XEK, la solution y(t,x) du probl~me (4.J), donn~e i) 

par la formule (4.12), est bien d~finie. 

ii) 

pour tout NE]N, le d4veloppement asymptotique suivant, lorsque 

e (i 
= + blh +..+ b N h N + o(hN)} (4.14) ~ xp ~ S) {b ° . 

o~ l'argument (t,x) v4rlfie : x£K, t~[O,TK] et 

(4.15) S~S(t,x)-½ [ t"( t 'x)12-  f t V(x+ (t,x)._ s(x+ (t,x). 
Yt )" Jo I%'u 0 ~u )~u + 

01% a • pour 

du type b k 

sur [O,t~, 

m~ire~ e~r 

par : 

(4.16) 

En particulier 

II existe des fonctions ~ valeurs r4elles bk(t,x) k = 0,I,2,... telles 

que la solution ~ du probl~me (0.1), (O.2), donn~e par (1.4), admette 

h ÷ 0 : 

b k ( t , x )  , une express ion  e x p l i c i t e ,  donnde par  la  formule (4 .22) ,  

= E{Pk(B) exp Q(B)} o~ B e s t  l a  t r a j e c t o i r e  du mouvement Brownien 

Pk un "polynSme" de degrd 2k (~ " c o e f f i c i e n t s "  formes m u l t i l i -  

n) et Q for.°  uadratique sur d fl.ie 

1~ 2 (t,xL 2 it ( t ,x). .2. ' ]  Q(~) = g D S(X+Yt ) ¢ t +  D2V(X+Yu ),uUUj 
O 

(t,x)~ 
b ° ffi f ( x + y t  , E{exp(Q(B))}. 
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Preuve : I) Soit K un compact de W. On volt aisdment qu'il existe un ouv~t 

born4 G tel que K6 G et G&W et un hombre T~]O,T] vdrifiant la propri4- 

t~ s u i v a n t e  : pour tout t £[O,T], tout u £[0,t3, et tout x(K, on a 

x+ ( t , x )  , ( t , x ) )  
7 u 6 C si Y " ~Yu est une solution du probl~me (4.1) donnd par 

la formule (4.12). Posons ~ - ~[ et considdrons la variable al4atoire : 

(4.17) Ic = f(x+/[tB t 

exp( - 

oa F est donnd par (2.1) et t~O,x]. 

En remarquant que " = 
0 YudBu O 

) ( B÷V ) 
£ 

• l;ul2du) 
V~- E 0 YudBu 21 2 0 

grad V(x+ Yu)BudU - grads(x + Yt)Bt et en 

utilisant l'hypoth~se d'intdgrabilitd (1.2), on vdrifie aisdment qu'il existe 

trois constantes C I , C2, C 3 ne ddpendant que de G telles que, pour tout 

t ~[0,~] et tout x~-K, on ait : 

C 2 
IzEI < exp(c I + T I IB I~ r  + c 3 IIBI~) 

1 oa lfBl~, = Sup IBj(t) I et o~1 C 3 < 
2-~ j=1,...,~ 

tE[O,TJ 

En utilisant, par exemple, le lemme I 

et deux constantes C 4 et C 5 telleo que : 

C 5 
Ill C I~ = E{ II c I p } I/p ~ C4 exp(--~), pour tout 

1+1=1: Soit C 6 une constante > O, on volt que si ~ 

I/q 

de [63, on en d~duit qu'il existe p > I 

_C 2 

<C 4 exp(E--~-)21/q exP(2~Tq) 
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A ~out R > O, on peut donc associer R' et C > O tels que, si C 6 ~ C, 

alors : 

(4.18) IE(I e 1(eMBl~>c6)}l <R' exp(-~) 
e 

2) Soit t ~ ~,~, x~ K, (~(t,x)) la solution du probl~me (O.I), (0.2) 

et y = (¥(t,x)) un chemin ddfini par la formule (4.12). On a ~(t,x) = E{I } 
U E 

avec e = ~- off I est donn~e par (4.17). 
E 

Soit $ une fonction de classe C = h support compact telle que 0 < ~ < I, 

~(t,x) = E~le ¢(EIIBI~)} + E{le (I-~(~IBI~))} et (4.1~) entralne 

IE(IE(I-~(~IBI~)) }[ _ < R' exp(- R/E2). 

La d~monstration du Th4or~me (4.2) montre que : I 

est donn~e par (4.15) et 

e = exp(~ S) Xe(t) 
E 

o~ S 

I 
(4.19) xc(t) = f(x+ /i- EB t+ yt ) exp(i (1-v)dv D2F(v eB+y/~B2). 

O 

Si ~IBl~ ~ 2C, on voit qu'il existe C' > O telle que 

f' 
[cxp(i (1-v)dv D2F(v eB+ y/~l-l)B2) I !exp(C' IIBI~ ) 

O 

soit t < ~, t ~ [0,~3 En utilisa.t lo ~=o ,de ~J, on voit, ~r~ce ~ 

Th4or~me de d4rivation sous le signe somme, que 

(4.20) g(E) = E{xc( t  ) $(~IBMr)) est de c l a s se  C" en E e t ,  puisque 

~ 1 s ~  C o , e l ,  o,1 a ,  p o ~ r  t o u t  k ~  

(4.21) 
I ~e~k g(e)/c= 0 = E{ak} 

avec ~ a (t) s 
ak "ic k Xe te=O" 



13 

La loi du mouvement Brownien B = (Bt) t ~,T] dtant identique fi la loi 

de -B, on voit que la fonction g ddfinie par ~.20) est paire, donc E{ak}=O 

I 
si k est impair . Pour T K~]O,~-6]-~z ~ on obtient don( le d4veloppement 

(valable pour t,x fix4s avec O < t < TK, x~K) 

2 2N 
$(t,x) = exp( S) {b ° + b I e +...+ b N E + o(E2N)} 

avee S ~ sy(t'x)(t,x) donn4 par (4.15) et 

quand E ÷ 0 

I g(2k)(o ) = I (4.22) b k = ~ ~ E(a2k} (k~). 

Ii est clair que les v.a. a k s'dcrivent a k = ak(t,x) = Vk(B) exp(Q(B)) 

o~ Q est la forme quadratique ddfinie en (4.16) et ~k' une somme finie de 

~o~e~ ~u~ti~i~d~ires sur ~(~ ~3~") (appeaSes ici pol~8~es =o.e ~aos ~J) 

d'ordre ! k et de mSme paz/t4 que k. Le Thdor~me (4.13) est donc d4montr4. 

Remarquons, de plus, que par des m4thodes analytiques, il est possible d'obCenir 

un calcul effectif des constantes b k. 

La P1~position (4.27) suivante montre qu'on peut souvent remplacer le ddvelo~- 

ment asymptotique {b o + blh +...+ b N h N + o(hN)} ,h ÷ 0 figurant dans 

l'dgalitd (4.14) par une fonction de classe C ~ en h. 

~oi~ ~0~ e~ ~ - ~ ~ ~([0.~]~"~ ~e~s ~ 

On dira que Y~ fit v4rifie la propridtd (~) 

re(o) = 0} 

s i, pour tout m~t' on a : 

I et off F est donnde par (2. I) : 

+ ) 2 it ~e(D2V )(x+~-' +v 

~e(D2s(y)) et  ~e(D2V(y)) 4rant les matrices rdelles symdtriques n w n : 

~2 v 
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(4.24) Lemme : 

Soit (t,x) 630,T~ × W. Sous les hypotheses (1.1) et (1.2), il existe au plus 

((t,x)) 
une solution Y = Yu u6 [O,t~ du probl~me (4.1) v4rifiant la propri4t4 

(~ et, pour un tel chemin, si ($(t,x)) d~signe la solution du probl~me (0.1) 

(0.2) donn4e par le Th~or~me (1.3), on a : 

(4.25) ~(t,x) = exp(~ S¥(t,x)) H(t,x) (h) 

= - V(X+Yu)dU + s(x+Yt ) et 08 H(t,x)(h) o~ SY(t,x) ~ 0 0 

fonction continue en h, de classe C ~ ~i, par exemple, la donn4e initiale 

croissance exponentielle dens l'ouvert D. 

est une 

s est 

Preuve : On utilise la repr4sentation (4.3) de ~(t,x), le Lennne 1 de [6] et 

le Th4or~me de convergence domin4e pour montrer que la fonction H(t,x)(h ) est 

continue en h, de classe C ~ si s est ~ crolssance exponentielle. 

Notons $~(t,x) (resp. $~(t,x)) la solution de (O.1), (0.2) lorsque la 

• i s ( x ) ) .  donn~e initiale est exp(~ s(x)) (resp f(x) exp(~ 
Si y v4rifie la propri4t~ (~), on a : 

~ ( t , x )  ( t , x ) ,  
(4.26) l i m ~  = f(x 

h~O ~(t,x) + ~t 

En faisant var~er f, on volt que la valeur finile de 

•(t,x) t est d~termin~e de mani~re unique, donc que 7 

mani~re unique. 

. (t,x). 
Jue. [o,t]  : 

est  ausSJ, deterlllinl~e de 
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(4.27) Proposition : 

Supposons qu'il exlste deux fonetlons localement borndes d Iet ~2 de W dans~ 

telles que, pour tout (y,z)(~n x~n et tout x~W on air : 

~ i )  ,~e D2V(x+ / ~ y ) z  2 <_ 61(x ) f lzll 2 

(4.28) 

Si K est un ¢ompm=£ "de W, il existe hombre TK~30,T 3 tel que, pour tout 

te_~,TK]~eK , la solution 7 (t'x) du probl&me (4.1), donn4e par la formule (4.12~ 

vdrifle la propridt@ ~'~). 

SOus les hypoth&ses (1.1) et (1.2), la representation (4.25) de la solution 

(@(t,x)) de l'4quation de Schr~dinger est alors valable, pour tout 

t  ,zK] 

Preuve : Soit K un compact de W. II existe un ouvert born4 G et 

tels que x + 7u (t'x)~G, pour tout x~K, t~" [0,I~ et urn,t3, avec 

volt alors facilement, par un argument de compacit4, que, pour tout t 

petit, le chemin 7 (t'x) vdrifie la propridt4 (~), uniformdment en 

(4.29) Exemples : 

On suppose que les donndes ini~;~les f,s vdrifient (1.1) et que, pour tout 

(x,y) £w . m n 

- Z m s ( x +  + =2( )llyll 2 

If(~+ ~Ty)I <_ exp(B1(x) + B2(x)Ilyl~) 

o~ ~1' a2' 81' 82 sont des fonetions continues de W dans ~ avee 

1 
~'2(X) + 2h B2(X) < "2"T" 

c~w. On 

assez 

x~K. 
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Alors les hypotheses (1.1) et (1.2) sont v4rifi~es pour le triplet (V,f,s) 

lorsque le potentiel V est de la forme : 

d 
= + alx +...+ a d x (m~n) o~ I) V est un polynSme : V(x) a ° 

a m (0 < m < d) est une application multilin4aire 8ym4trique de (on) TM dans ¢ 

telle que am(QRn)m)~ ~ condition que d°V = I ou bien que d°V = d= 2 + 4p 

(p& I~) et 

I -I)p a d x d < 0 pour tout 

2 
a 2 x < c IIxI~ quand 

x61R n quand p > I 

p = 0 (avec cT + ~2 + 2h 82 <~T ). 

2) V(x) = k o5 r > O, k, £'~, £E]R n - {0} sont fix4s et o~ x 
I <£,x>+£' I r' 

appartient ~ l'ouvert W = {x6]R n tels que <£,x> + £' z O} avec 

<£~X> -- 
n 

l £. x. 
j=1 ] a 

(Cf. la Proposition 4 de [6~). 

3) V(x) = k kt]R , r~l~, xGW et 
(sin(<£,x>+£,))r ' 

W = {x tels que <£,x> + £' mp~pour tout p6~} ou bien 

V(x) = k(tg(<£, x> + £,))r (avec <£,x>+ £' ~/2 + p~' pour tout p ~  

On v4rifie, de plus, que la condition (4.28) i) est satisfaite dans les 

exemples 2) et 3) et, quand n = I, dans l'exemple I). 

etc .... 
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