L'EQUATION DE SCHRODINGER QUAND h TEND VERS
ZERO ; UNE APPROCHE PROBABILISTE

par R. AZENCOTT et H. DOSS

0. INTRODUCTION :

Soit W un ouvert de K" et V unme application suffiSamment réguliére de W
dans R. L'équation de Schridinger, associée au potentiel V
(et & une masse unité), s'écrit :
3 v

?.1) (ig+5hd-y=0

ol ¥ est une application de @,T] XW dans € (T >0), vérifiant la

condition initiale :
(0.2) Ylo,x) = £(x) exp(% s(x))

Ici A est le Laplacien usuel, h est la constante de Planck, f et s deux
fonctions & valeurs dans R.

L'étude du comportement de ¢ lorsque h tend vers zéro permet 1'interpréta-
tion de la mécanique classique comme limite de la mécanique quantique et a été
abordée par de nombreux auteurs (Alpeverio et Krohn [1], Elworthy, Truman [?], [1ﬂ
entre autres).

Les méthodes utilisées (phase stationnaire appliquée 3 "1'intégrale de Feynmann")
présentent de sérieuses difficultés techniques, contrairement 3 1'approche que
nous proposons ici qui permet de traiter aisément des situations nouvelles : en
particulier, les potentiels que nous considérons ne sont pas nécessairement des
transformées de Fourier de mesures bornées mais peuvent avoir des singularités

a la frontiére de 1'ouvert W ou bien &tre des polynSmes, vérifiant certaines

conditions, de degré aussi élevé que 1'on veut (Cf. le paragraphe (4.29)).



Cette approche est basée sur 1'idée de la représentation probabiliste de
(Doss [6:{) et présente des analogies avec la méthode de Laplace pour des inté-

grales de Wiener (Azencott [3], Elworthy-Truman [8], Schilder [10]).

Elle permet, de la méme facon, de considérer le cas o A est un opérateur
différentiel d'ordre 2 & coefficients non constants, y compris bon nombre de
situations o A n'est pas elliptique mais, par exemple, hyperbolique.

(CE£. Azencott, Bellaiche, Doss Eﬂ).

1. LES HYPOTHESES ET LA REPRESENTATION PROBABILISTE DE 1y :

Soit D 1'ouvert de € défini par :

D={x+/iy ot x-= (x1,...,xn)éw et y = (y1,...,yn)€an}

On va supposer que le potentiel V et les données initiales f,s vérifient les

hypothéses de régularité suivantes :

(1.1) V,f,s admettent des prolongements analytiques (notés V, f,s)

dans l'ouvert D.
(1.2) (croissance modérée de V,f,s & 1'infini).

Pour chaque xoe;w, on peut trouver un voisinage U de X, et des constantes

positives €15C9sCqs d1,d2,d3 telles que, lorsque (x,y) déecrit U ximp, on

ait :

D IV + Ay ccg+d, |yl
i) -Imsx + A y) <e, +d, |yl

iii) [fx + T y)| + |V(x + T y)) 5_exp(c3 +dg Hyjf)

ou |jy]l = Sup Jy.| avec, de plus :
i=1,...,n J

iv) Td1 + d2 + 2h d
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Notons que, W' étant un ouvert borné inclus dans W, si les conditioms i), ii),
iii)sont satisfaites alors la condition iv) est automatiquement vérifide pour

T et h assez petits, uniformément sur W',

i = - i suel, issu de zéro, a valeurs
Soit B (Bt)t GIP,T] le mouvement Brownien usuel, .

dans R". D'aprés @] (hypothéses légérement différentes ici), on a le :

(1.3) Théoréme (Doss, Iﬁj)

Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), il existe une solution forte unique

p = (W(t,x))(t x)E{b ijw du probléme (0.1), (0.2) qui vérifie la condition
» - *

suivante : y = (lp(t,x))(t ce prolonge en une fonction de classe C1

»X) € [0,T]xH
sur ['o,'r] x D, analytique en x (xeD).

On a, de plus, la représentation probabiliste suivante :

t
(1.4) w(t,x) = E{f(x+ Vit B)) exp[}— (-s(x+v¥ih B) + J V(x+ vih B )du)J}
t ih t 0 u
si (t,x)€ [0,T] x D.

Remarque : Pour faire le lien entre les hypothéses (1.2) et celles, plus faibles,
de Eﬂ, noter que la représentation intégrale de Cauchy pour une fonction holomor-
phe g permet de propager des majorations du type :

lg(x + ¥I y)| < exp(c + d HyIF), en des majorations analogues pour les dérivées
de g.

2. UNE ETUDE HEURISTIQUE PRELIMINAIRE :

Soit (t,x) €& [O,TJ xW et Q= ‘3( [O,T] ,IRn), 1'espace des fonctions continues
sur ED,I], a valeurs dans Bfi, nulles en zéro, muni de la norme uniforme
sur ﬁhiﬂ~

Introduisons la fonctionnelle différentiable sur o définie par :

t
(2.1) Flw) = s{x + "1 w) - j V(x + y1 @ Jdu,
t 0 u

de sorte que, en posant ¢ = Jh, (1.4) devient :

(2.2) (e, = E(E(x + /T cB) expldy F(cB))),
€



ct B est la trajectoire de (Bu) sur [:O,TJ.

Considérons la fonctionnelle A de fi dans EL+«J définie par :

#

. . . . . 42
Aw) % J lwu|2du lorsque la dérivée w existe et appartient a4 L ([p,t]),
0

) = +w sinon.
Alors on sait que P{eB chy(m)} ol '\’km) est un tube d'axe w est "de

A(w)
2

1'ordre” de exp(-

b2 ¢

Par suite (2.2) s'éerit :

) lorsque € +» 0 (Cf. Azencott [2], Ventgel - Freidlin

(2.3) ple,x) M T f(x + /T'wt) exp(ii-F(w) - lﬁ%l)
w € £
ol 1a "somme" est étendue a4 un réseau "suffisamment fin" de o €, ce qui

encore peut se formaliser par :
(2.4) plt,x) & J f(x + /i_mt) exp(—i-z- F(w) - -)lé-;’—)-) m(m)

ot le :I)(w) est laissé a 1'imagination du lecteur. Noter 1'analogie avec le

formalisme a2 l2 Feynman, courant en physique mathématique.

Dans une telle "intégrale", la partie prépondérante, comme on le déduit de la
méthode de la phase stationnaire classique, s'obtient au voisinage du chemin n

tel que [i F(w) - x(w)] atteigne un extrémum en p
L'interprétation pratique de ce formalisme, dans le cas réel, consiste

<

(Cf. Azencott Eﬂ) 4 remplacer le processus Xf = ¢ Bt par YE = XE -, et

& appliquer la formule dc Cameron - Martin en translatant par n.

Mais il se trouve que, dans le probléme considéré ici, "le" chemin n rendant

extrémale en p 1'expression [i Flw) - A(w)] est de 1a forme n =X ob Y
i
est un chemin réel rendant extrémale la fonctionnelle réelle suivante :
w t
(2.5) F(—) + Mw) = s(x + wt) - J
/o—

t (% 2
Vix + w)du + 5 | o |“gu,
1 0 o U



I1 s'agira donc d'obtenir, d'abord, une formule de Cameron - Martin lorsque la

translation n est un chemin & valeurs complexes. On reparque alors que le
terme principal dans 1'expression (2.4) est égal 3 expE—z— ((y) - AV, x)) | on
t
AV (t,x) =[ Vix +y) - sx +y)
0 u t

(y) étant la trajectoire "classique" rendant extrémale la fonctionnelle
d'action (2.5),

3. LA FORMULE DE CAMERON - MARTIN ET SON PROLONGEMENT ANALYTIQUE :

(3.1) Théoréme :

Soit (t,x)& [O,Tj xD et ?3(t <) 1'ensemble des applications continues vy
’

de E),t] dans Cn, nulles en zéro, 3 dérivée de carré intégrable sur [O,t],

telles que {x+ /1 Yo U € [O,t]}g_v D.

Posons ¢ = /h et considérons, F &tant la fonctionnclle définie en (2z.1),

. t 1 [t .
(3.2) T(y) = Blf(x+ /i_(eBt+ yt)) exp(::]‘-z— F(eB+Y)) exp(- -l— '(0 Y, 9B, - ?JO(Yu)zd&
o 32wy e Py

n,u u (Yj,u)j=1,...,n

Alors la formule de Cameron - Martin usuelle qui s'écrit T(y) = T(0) lorsque Yy

est 3 valeurs réelles, reste vraie, sous les hypothéses (1.1) et (1.2), pour

Y€ d(t,X)'

Preuve : L'hypothése (1.2) montre que T(y) est bien défini pour yg?z'(t x)°
—_— ’

Commencons par montrer que T(y) = T(0) lorsque vy est de la forme y=14¢

ol ¢ est une trajectoire i valeurs R" telle que Sup |¢u| <r ot r>0
uE,[O,t]

est choisi de sorte que la boule fermée U(x,r) soit contenue dans D.

Soit ze€ et g(z) =T(3 y) = T(z4{ ), lz| < 1.

L'hypothése (1.2) montre que la fonction g est holomorphe sur le disque unité
de €. D'autre part, la formule de Cameron - Martin habituelle montre que
g(n//i) = T(u ¢) = T(0) si u&R. On en déduit que g est constanteet que
T(i ¢) = T(0).



Supposons maintenant que ¢ soit une trajectoire 3 valeurs R" telle que
. " . cs s =
y=1i "b‘ﬂ(t,x)‘ 11 existe une subdivision de [O,t] PO =t <ty <.ct =t

u J

telle que, pour tout jé&{0,1,...,n-1} on ait CSup Jy _Yt.l <r, ot
u€ tj’tj-ﬂ] ]

rj > 0 est choisi de sorte que U(x + ffyt ,rj)SD-
j

En appliquant la propriété de Markov, on se restreint aux intervalles [tj’th]

pour montrer que T(i ¢) = T(0).
Soit y un élément quelconque de ]

(¢,
1) (2) 1) (2)

Y=y + iy ol y et y sont des trajectoives & valeurs réelles. On

vérifie que i 7(2) & ’d(t x) ©t la démonstration précédente entraine que
3

, alors on peut écrire
x)

T(i 7(2)) = T(0). 11 suffit ensuite d'utiliser la formule de Cameron - Martin
habituelle en faisant une tragsisgijonsur 1'espace canonique ‘ﬁ( LO,t],IR )} de
vecteur -:;YU) pruir Jiemarquer que

Ty = 1G v+ Dy ari Py < 100y

4. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES :

Soit (t,x)s:fO,TJ x W, Considérons, si elle existe, une application y de

classe C2 de [O,t:] dans R" qui soit solution du probléme suivant :

(4.1) D x+y, vel,thiew

2) ¥

- grad V{x + yu) : ug[O,t}

3) Y, =0 et {'t = - grad s(x + yt).

Remarquons que vy est une trajegtoire rendant extrémale la fonctionnelle

d'action définie par (2.5).



(4.2) Théoréme :
Soit (t,x) SJO,T] x W et y une solution, si elle existe, du probl2me (4.1).

Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), notons y(t,x) 1la solution de 1'équation

de Schrédinger (0.1), (0.2) donnée par (1.4). On a alors le développement

suivant :
, 8T(e,x)
(4.3) w(t,x) = exp(di _TL—) E{f(x+ /{E'Br-* Yt)
1
exp(i J (1-v)dv D2F(v /h B+ y//i—) Bz)}
0

t t
N 1 . 2
ol SY(t,x) =3 I Iyul du - Jv(x+yu)du + s(x+Yt)
0 (0]

F est la fonctionnelle définie en (2.1) et D2F la différentielle seconde
de F :

t
2 2 2 2
DZF(V vh B+ Y/ 8 - iﬁ)zs(x+v /ih B + Y )B, - JOD V(x+v/ih Bu*'Yu.)Bud“]

Preuve : Soit n = Y/v’f' La condition (4.1) 1) montre que n g?z'(t x)°
bl

Appliquons la formule de Camerom - Martin en effectuant une translation par n
dans 1'expression (1.4) dompant une représentation de (y(t,x)) : en posant
e =+vh, ona:

(4.4) Y(t,x) = T(n) = E{f(x+ /i_(th+nt)) exp(i—2 F(eB+ 1))
€

1 [t 1 [t .2
exp(~ —J n dB -~—x [ (n )%au)}
elg u u 262 o U

Soit 6(e) = F(eB+n). Alors © est de classe C  en €. La formule de Taylor,
avec reste intégral 3 1'ordre 2, montre que :
1
(4.5) 9(e)=3(0)*6'(0)€+ezj 8"(v €) (1-v)dv
0
t

ot 8(0) = s(x + Yt) - J Vix + Yu)du
0
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— t
8'(0) = Yi grads(x+ yt)Bt - Jo grad V(x+ yu)Budu}

t
- 2

8"(ev) = i {Dzs(x+ Vi evB_ + v )B2 - I D2V(x+/1.evB +v )B du}
t t't 0 u u u

Remplacons 68(e) par son développement (4.5) dans 1'expression (4.4), on obtient:

.6) #(£,0 = expy 87(6,00) E{eGx+ /T B +y,)
€

1
ndB) +i J 8" (v &) (1-v)dv)}
u u 0

1 t
exp(— (i 8'(0) - J
€ 0

. . . 1 :
Or on a choisi la trajectoire n pour que le terme en < figurant dans

1'égalité (4.6) disparaisse. En effet, on a

t t
. 1 .

.7 i 6'(0) = J n dB = --- J y dB pP.S.

o ¥ Y g uu
puisque (4.7) est équivalent i :

t t . t.

(4.8) Jo grad V(x-+yu)Budu - grads(x-o-yt)Bt = Jo YudBu = YtBt- IoYuBudu pP.5
et ;t = - gradS(x-ryt), ;,‘u = - grad v(x+yu) (ug [0,::]). o]

Le Théoréme (4.2) domne une représentation de H(t ) (h) = ¢(t,x) exp(- %SY(t,x)).
b 4

C'est 1'espérance d'une fonctionnelle duy mouvement Brownien, de classe C” en /F.
Pour obteniy un développement asymptotique emn h, quand h tend vers zéro, nous
allons nous placer sous les conditions d'application du Théoréme de dérivation
sous le signe somme, ce qui ne sera possible, sans hypothése supplémentaire, qu'en
se restreignant, pour tout (t,x) e:]’O,TJ x W (t assez petit), au voisinage d'une

(t9x)

trajectoire vy » bien thpisie, solution du probléme (4.1).



A, {v,X)

A2 (v,X)

Soit X€EW et ve€IRR. Considérons la solution de 1'équation

différentielle suivante, définie pour tout v dans un voisinage de zéro :

Ai(v,x) X +r Az(u,x)du
0

(4.9)

n

Az(v,X) - grads(X) - JV grad V(A1 (u,X))du
0

On vérifie aisément que, pour tout XOE W, il existe un voisinage W1 de O

dans R et un voisinage W2 de Xo dans W tels que si (v,x)ew1 x WZ’ la

9A

matrice Jacobienne W‘ (v,X) soit inversible.

(4.10) Proposition :

Soit xGW. Considérons la solution (f(t,x)) de 1'équation différentielle

suivante, définie pour tout ¢t €R, dans un voisinage de O :

4, _ %A
L0 = 5D e, e,0) {5;1(- t,f(t,X))]

f(O'x) = x

(4.11)

Si (t,x)g]O,Tj x W, le probléme (4.1) admet une unique solution

= &) lyti (£,x,u), donné i
Y Y ué [:O,t] analytique en t,x,u), donnée pour tout t assez petit, par:
@1 YO0 - A et 20 - x el

Preuve : Pour tout t assez petit, 1'égalité (4.11) montre que-g?[‘;ﬂ(- t,f(t,x))] =0

et puisque A1 (0, £(0,x)) = £(0,x) = x, on en déduit que A1 (- t, £(t,x)) = x. On

voit alors igmédiatement que la fonction (Y((fx3X))ue[0 t] est bien solution du
t ]

probléme (4.1). Inversement, si (Y‘(lt,x)) est une solution de (4.1) analytique

. t .
en (t,x,u), on voit que f(t,x) 'Y‘E »%) + x est analytique en {t,x)

ct vérifie 1'équation différentielle ordinaire (4.11) pour tout t assez petit,
d'od 1'unicité de f£(t,x).
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(t,x)

(t,x)
Yt t-u

Pour = X donné, la fonction g(u) = y, vérifie 1'équation différen-

tielle ordinaire ; g'& = - grad V(x+gu) ; g; = grads(x +X), g, = X

elle est donc unique.

(4.13) Théordme :
Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), on peut associer i tout compact K de W un

nombre TKGJO,T] ayant les propriétés suivantes :

(t,x)

i)  Pour chaque tg f:O,TK],xeK, la solution vy du probléme (4.1), donnée

par la formule (4.12), est bien définie.

ii) Il existe des fonctions & valeurs réelles bk(t,x) k =0,1,2,... telles

que la solution ¢ du probléme (0.1), (0.2), donnée par (1.4), admette
pour tout NeN, le développement asymptotique suivant, lorsque h + 0 :

(4.14) v = exp(% S) (b, + byh +...+ by WY+ o™}

1

ol 1'argument (t,x) vérifie : x€K, t&[b,TK] et

t
Vix + Yf!t,X))du+ s(x+ YEt,x)

0

).

a

t
(4.15) sss(t,x)h;-f e 2 J

0

On a, pour bk(t,x), une expression explicite, domnée par la formule (4.22),

du type bk = E{Pk(B) exp Q(B)} ol B est la trajectoire du mouvement Brownien
sur [O,tj, P, un "polyndme" de degré 2k (& "coefficients" formes multili-

néalres eur E(EO,t],IRn) et Q 1la forme quadratique sur E’( ]:O,t]JRn) définie
par :

t
(4.16) Q(¢) = %EDzs(x*f Yét,x))¢z+ Io D2V(x+ Y&t’X))d"z‘du]

(t,x)

N ) E{exp(Q(B))}.

En particulier bo = f(x+y



LR

Preuve : 1) Soit K un compact de W. On voit aisément qu'il existe un ouvert
borné G tel que K€G et GcW et un nombre ¢gJO,T] vérifiant la proprié-
té suivante : pour tout ¢t e[O,'f], tout u e[O,t], et tout x€K, on a

(t,x))

u est une solution du probléme (4.1) donné par

X*Y‘(,t’x)éc si y=(y

1a formule (4.12). Posons ¢ = vh et considérons la variable aléatoire :

(4.17) Ie = f(x+ /1 EBt+Yt) exp(i—z- [F(eB*'Y/'/r)])

€. 1 .2
exp( - 1 e [0 YudBu ) 2i 92 '(0 'Yul 4
oi F est donné par (2.1) et t€[0,1].

t . t
En remarquant que J YudBu - I

o grad V(x+yu)Budu - grads(x+ Yt)Bt et en

0

utilisant 1'hypothdse d'intégrabilité (1.2), on vérifie aisément qu'il existe

trois constantes Cy» CZ’ C3 ne dépendant que de G telles que, pour tout

te [0,1] et tout x€&K, on ait :

C
2
1] < expic, + Zinjl + ¢, (I8P

. 1
ot ||Bl|. = Sup |B.(t)] et o C, < ==
; j=1,4..,m 3 32
te[0,T)

En utilisant, par exemple, le lemme t de [6], on en déduit qu'il existe p > 1

et deux constantes C4 et CS telles que :

1 c
”IEIL = E{,IEIP} /p ¢, exp(;-%), pour tout t€ [b,t], x €K,

Soit C6 une constante > 0, on voit que si %4- % =1 :

Y
q
fedr_ 1“"5”:1%’” i“%'L ‘P{“”Bur?-“e}’

2

C 1 -C
=c, exp(—g)z /q exp (- ;_' )
€ 2¢"Tq
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A out R > 0, on peut donc associer R' et C > O tels que, si € > C,
alors :

(4.18) IE(1 } < R' exp(- 1‘7_)

£ 1(6”31&296) .

2) Soit t GI@,r], x¢ K, (¥(t,x)) 1la solution du probléme (0.1), (0.2)
et Y= (yit’x)) un chemin défini par la formule (4.12). On a (t,x) = E{IE}

avee e =+/h ob I_ est donnée par (4.17).

Soit ¢ une fonction de classe C° & support compact telle que 0 < ¢ <1,
o 81 sur [0,¢], ¢w =0, si |u] >2C ¢ paire, On a :
p(t,x) = E{IE ¢(€HB|&)} + E{Ie (1—¢(d|B|E))} et (4,18) entraine

]E{I€(1-d>(d1BHr))}l < R' exp(~ R/Ez).

La démonstration du Théoréme (4.2) montre que : Ie = exp(EE-S) Xe(t) ou S

€
est donnée par (4.15) et

1
(4.19) X (€)= £(x+ /I eB_+y) exp(i J
0

(i-v)dv D°F(v B + Y/A')BZ)'
Si dlBl& < 2C, on voit qu'il existe C' >0 telle que
1

Jexp (i J

2 2 [}
. (1-v)av D°F(v B+ v/ DB | < exp(C ||Blli)

Soit t < 7('?—’ t E[O,-r:]. En utilisant le pemme 1 de [6], on voit, grice au

Théoréme de dérivation sous le signe somme, que

(4.20) g(e) = E{xe(t) ¢(d|B|E)) est de classe C’ en ¢ et, puisque

¢ 1 sur [O,C], on a, pour tout kEN

3
o K g(e)/ .o = Ela,}

- 9
avec a ;:E X

(t)

e fe=0"



13

i i = g identi a la loi
La loi du mouvement Brownien B (Bt)t G[O,T] étant identique
de -B, on voit que la fonction g définie par (4.20) est paire, donc E{ak}-=0
8i k est impair . Pour TKGJO,E—(‘:—,-/\IE on obtient donc le développement

(valable pour t,x fixés avec O <t iTK’ x&K)

v(t,x) = exp(— S) {b + b, ez +oot by eZN + o(ezN)} quand ¢ + O
(t x)
avec S = §Y (t,x) donné par (4.15) et
1 @), 1
(‘&.22) bk = W g (O) = W E{aZk} (ksm).
Il est clair que les v.a. a, s'écrivent a = ak(t,x) = Trk(B) exp(Q(B))

ot Q est la forme quadratique définie en (4.16) et une somme finie de

ﬂk’
formes multilinéaires sur %( [p,t],]Rn), (appelées ici polyndmes comme dans [3])
d'ordre < k et de méme parité que k. Le Théoréme (4.13) est donc démontré.

Remarquons, de plus, que par des méthodes analytiques, il est possible d'obtenir

un calcul effectif des constantes bk'

La Proposition (4.27) suivante montre qu'on peut souvent remplacer le développe=
ment asymptotique {bo + b1h ...+ bN hN + o(hN)} ,h + 0 figurant dans

1'égalité (4.14) par une fonction de classe C* en h.

Soit cejo,’r] et a = {vw g %’( [O't;],n“) tels que 4,(0) = 0}

On dira que Yea, vérifie la propriété (53) si, pour tout WEQN» ON & ¢
2
(4.23) - [mo> Flu*vf Pu’) <ol

ot c€R, c <% et ol F est donnée par (2.1)
t
2 2 2 2 2 2
Im[D Flw+ y/ p-l)w J = ﬁe(n 8)(x+ /1 we * Yt)“’t -JO xe(D V) (x+ /1 “’u+Yu)“’udu

ﬂe(Dzs(y)) et %e(Dzv(y)) étant les matrices réelles symétriques n wx n :

32 323
<8y 3y (y)>£,k-1,...,n’ Re(ay 3, (Y))r,k=1,...,n
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(4.24) Lemme :

Soit (t,x) €]0,T] x W. Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), il existe au plus

(t,x)

une solution vy = (Yu

du probléme (4.1) vérifiant la propriété
Jug o,£] 4 probieme (4.1) prop

6;5 et, pour un tel chemin, si (y(t,x)) désigne la solution du probléme (0.1)

(0.2) donnée par le Théoréme (1.3), on a :

.25 e(e,0 = exp STE0) Hy M

1

ou SY(t,x) =5

t t
« 2 N
[o !Yul du - fo V(x4-yu)du + s(x-+yt) et ol H(t,x)(h) est une

I3 . L] . ’ + . .
fonction continue en b, de clssse C 4i, par exemple, la donnée initiale s est

3 croissance exponentielle dans l'ouvert D.

Preuve : On utilise la représentation (4.3) de y(t,x), le Lemme 1 de Bﬂ et
le Théoréme de convergence dominée pour montrer que la fonction H(t x)(h) est
’

- @ . ] .
continue en h, de classe C si s est 3 croissance exponentielle,

Notons w;(t,x) (resp. wé(t,x)) la solution de (0.1), (0.2) lorsque la

donnée initiale est exp(%‘s(x)) (resp £(x) exp(% s(x)).

8i y vérifie la propriété ({:», on a :

f
¥ (t,x)
(4.26) lin = £xry (5
h>0 wh(t,x)
, , . . (t,x)
t 4 H
En faisant varier £, on voit que la valeur finale de (Y“ )ue [O,tj
t . .2 o . PR .
Yé ) est déterminée de maniére unique, donc que vy est aussi déterminée de

maniére unique.
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4.27) Proposition :

Supposons qu'il existe deux fonctjons localement bornées 61 et §, de W dans R

telles que, pour tout (y,z)éR" xR" et tout x€W on ait :

D Re v 2? < 6,0 Jfz P

(4.28)
i1)-Re D%s(x+ A n2® < 6,60 2P

Si Kest un compact de W, il existe nombre TKQ:IO,T] tel que, pour tout

(t,%) du probléme (4.1), donnée par la formule (4.12)

t@b‘,.’IK] xeK, la solution vy
vérifie la propriété ¢p).
Sous les hypothéses (1.1) et (1.2), la représentation (4.25) de la solution

(y(t,x)) de 1'équation de Schrddinger est alors valable, pour tout

te [0,1.],x€K.

Preuve : Soit K un compact de . Il existe un ouvert borné G et E]O,’Ij

(t,x)

tels que x + Y. €6, pour tout xgK, t& [:O,tj et ueE),t], avec EQW. On

voit alors facilement, par un argument de compacité, que, pour tout t assez

(t!x)

petit, le chemin vy vérifie la propriété (‘33), uniformément en xgK.

(4.29) Exemples :
On suppose que les domnées injbdlles f,s vérifient (1.1) et que, pour tout

(x,y) e W x R"

- Ims(x+ Y1 y) Lo, (x) + a,)(x) ||y|]2
[Ex+ T y) | < exp(B, (x) + B,(x) ||y”2)

ol Gy %y, 81, 82 sont des fonctions continues de W dans R avec

1
az(x) + 2h sz(x) < 75
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Alors les hypothéses (1.1) et (1.2) sont vérifides pour le triplet (V,f,s)

lorsque le potentiel V est de la forme :

X +,..+ a xd ()ae]Rn) ol

1) V est un polyndme : V(x) = a +a d

1

. c1s o s " n,m
a (0 <m < d) est une application multilinéaire gymétrique de (€) dans ¢

. . [o]
telle que am((!Rn)m) £ R 2 condition que d° = 1 ou bien que d°v=d=2+4p
(peMN) et
~14P
-1 ay xd < 0 pour tout xenfl quand p > 1
a, x° < c ”xIF uand =0 (avec ¢T + a,+2h g <J—J.
g 2 4 P 2 2°2T
2y V(x) = ——k——r, oi r >0, k, 2'6€R, RL&R" - {0} sont fixés et ot x
|<g,x>+2" |

appartient & 1l'ouvert W = {x¢R" tels que <f£,x> + &' = 0} avec

<L,x> = X, (Cf. la Proposition 4 de [6J).

H™mB
x>

k

’
(sin(<g,x>+2'NT

3 V) = k€R, relN, xeW et

W= {x tels que <2,x> + 2' #pmpour tout pPEZ} ou bien
V(x) = k(tg(<t, x> + '))T  (avec <g,x>+ L' zvr/2+pn, pour tout peZ) etc....

On vérifie, de plus, que la condition (4.28) i) est satisfaite dans les

exemples 2) et 3) et, quand n = 1, dans 1'exemple 1).
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